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J .  Phys. A: Math.  Gen .  20 11987) 2821-2826. Printed in the UK 

Extension de la recurrence de Kramers au calcul des moyennes 
temporelles des puissances de Y, pour l’atome d’hydrogene en 
mecanique classique 

A A Levy 
Departement d e  Physique, Universite Paul-Sabatier, 118 route d e  Narbonne, 3 1062 
Toulouse Ceder;. France 

Refu le 10 fevrier 1986, presentation definitive le 1 5  decembre 1986 

Resume. Cet article presente une extension (ou,  plus exactement une prefiguration, dans  
le traitement classique) d e  la recurrence d e  Kramers qui est utilisee pour  le calcul des 
moyennes des  puissances d e  r, pour  I’atome d’hydrogene en theorie d e  Schrodinger. E n  
outre,  des calculs exacts et directs pour  toute puissance sont presentes pour  la premiire  fois. 

Abstract. This paper  presents an  extension ( o r  more exactly a prefiguration in classical 
treatment) of the Kramers recurrence used in quantum mechanics for mean power calcula- 
tions of hydrogenoid atoms. Moreover,  exact direct calculations for any power of r are  
dealt with for the first time. 

1. Introduction 

Le calcul des moyennes des puissances quelconques de  r, (nlmlr‘lnlm), pour les Ctats 
stationnaires de  I’atome d’hydrogene est un probleme de  base de  la mtcanique quan- 
tique fondamentale. Les auteurs [ 13 ne donnent en g tn t ra l  des rtsultats que pour les 
toutes premieres puissances s = -2, -1, 1,2.  

Pour un  calcul analytique du cas gentral [2] on est conduit a des formules 
compliqutes, utilisant notamment [3] le formulaire des inttgrales de  Gordon [4]. D’oii 
l’idte de  Kramers [5] d e  proctder par recurrence, en utilisant les proprit t ts  [6] d e  
1’Cquation radiale de  Schrodinger. Par ailleurs, en considerant le traitement classique 
du probltme [7], on est conduit en toute analogie au calcul des moyennes temporelles 
(( r‘)) = (11 T )  $ r’( t )  d t  sur les orbites elliptiques de  I’Clectron, parcourues ptriodique- 
ment, a la ptriode T. L i  aussi, on ne dispose dans la littkrature que des quelques 
premikres moyennes. D’oii I’idee presentee dans ce travail de  proctder en ce domaine 
selon une recurrence qui prtfigurerait donc, en mecanique classique, celle que Kramers 
a construite dans le traitement quantique. 

L’inttrtt de  cette approche n’est pas tant au  niveau des rtsultats (encore que 
moyennant une representation integrale des polynomes de  Legendre, nous avons pu 
calculer en toute g h t r a l i t t  des moyennes temporelles dont Hylleraas [7], Brillouin 
[7] n’ont donn t  que les quelques premieres) qu’au niveau d e  la methodologie ginerale 
qui exigeait en effet qu’un prealable classique soit ClaborC, dont la recurrence de  
Kramers n’est plus alors que le pendant quantique. Nous presentons, au 9 2, une 
construction personnelle de  la recurrence de  Kramers, fondte  sur des bases purement 
optratorielles (utilisant les proprietks des commutateurs et le concept de ‘derivte 
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quantique’) de  fagon B pouvoir construire, au  0 4, en toute similaritk, un traitement 
classique, fondi,  lui, sur la notion homologue prC-quantique, de  crochet de  Poisson. 
Aux $ 5  3, 5, enfin, un calcul inedit, direct, gineralisant celui de  Brillouin permet de  
connaitre une moyenne temporelle (( r‘))  quelconque. 

2. Recurrence de Kramers en theorie de Schrodinger 

ConsidCrant une particule !e yas se  m da?s le champ central d’inergie potentielle 
U(r),l’Hamiltoniens’Ccrit H = T+ U,avec T=p*2 /2m,p*2=p*f+L2/ r2 ,p* ,=  -ih ( a l a r +  
1/ r ) ,  i disignant I’opCrateur d e  moment cinktique. 

Avec fr =p*;’/2m et fi,= i 2 / 2 m r 2 ,  on r e h i t  H = T,+ lie*, ou f i e , =  U +  f i C  est 
1’Cnergie potentielle ‘effective’. On pourra des lors exprimer 1’Cnergie cinktique radiale, 
fr, sous la forme 

A A A  

A A A  

T,= H- Ue,. (1) 

Utilisant le crochet, quantique, d e  Poisson, de  deux grandeurs f et 8, (auxquelles sont 
associis les opirateurs ? et 6), defini depuis le commutateur de  F et 6 par 

{ J ;  glo = (i/W[$, 61 

(d/dt),f={fi, @ > o + a , f  
ainsi que la notion de  ‘dCrivCe quantique’ d’une grandeur f: 

on formera celle de la grandeur particulikre. 

f=t[p*,is+’ -+ ih ( s+  I)?‘]. 

Pour ce calcul on note que pour une fonction quelconque 4 ( r )  

{A, d 4 r ) ) o  = @ / a d d .  

{ p * , ,  i s + ’ j o = ( S + l ) i ‘ .  

En particulier 

Ce qui permet d’ecrire la forme ‘normale’ 

?+IFr =p*rjs+l + i h ( s + l ) i ‘ .  

De sorte que si on premultiplie par er, on reconstituera p*:, cad f,, que l’on pourra 
remplacer par l’expression (1). 

On obtient en final en terme de fr et f i e , :  

h 2  ( g) of = ( s + 1 1 t i  - - - ue, i + + - s ( s - 1 ) i‘ ~ 2. 
2 ’ ( a  dr A ) 8 m  

Ou encore, en terme de  fi et f i e , :  

On note que fi, est une fonction homogene de  degrC -2 ,  en r, d’oh: 

( r a l a r )  0, + 2( s + 1 ) rj, = 2s  r j ,  
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tandis que si U est homogtne de  degri  p on aura 

( r d / d r ) I J + 2 ( s + l ) U = ( 2 s + p + 2 ) U .  (11)  

De sorte que l’identiti (9) se reicrit, sous I’hypothtse (111, 

(12) 

Pour le potentiel coulombien U = - Z e 2 / r ,  on a p = -1 de  sorte que I‘identiti (12) 
devient en ce cas: 

La recurrence, donnee par Kramers sur la base des proprii t is  de  I’iquation radiale 
d e  Schrodinger (qui est une Cquation differentielle) va &re obtenue, par nous, sur la 
base de  cette simple identiti operatorielle (13). Ce  qui nous parait une meilleure 
approche A I’iconomie de  pensie: i l  suffit de  prendre les valeurs moyennes des deux 
menbres de  (13) sur les etats stationnaires Inlm) de  I’atome d’hydrogkne. 

I1 vient, avec 

1 m z z e 4  1 7 

a, = n-a ,  E =---- h 2  
Z me’ n +.,? n 2  a, = - a0 a, =- 

[ l (  1 + 1) - ( S*  - 1)/4] o =  ( s +  I ) (  (;) ‘) - ( 2 s +  1) ( n 

3. Premiers resultats en theorie de Schrodinger 

Faisant s = 0, on tire de  la recurrence elle mtme: 

( l / r ) =  l/a,, .  

RCsultat que  I’on aurait pu obtenir en ecrivant le theoreme du viriel 

( f ) = - E  ou ( U )  = 2E, .  

Par ailleurs considirant la quantiti 

on a pour elle la recurrence 

O =  ( s +  l ) ( s+21+2)1 ,  - 2 n ( 2 s +  1)15-, - s ( s  - 2 1 -  l ) l , -2 .  

La substitution s + -s  - 1 montre alors que 1-,-3 = I,, autrement dit [ 2 ] :  

Ceci donne en particulier le nouveau risultat 
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D'ou: 

1 1  (5 )  =n'a: 4. 
Les deux moyennes (15) et (16) ainsi calculees permettent I'explicitation progressive 
de  la recurrence (14) soit vers le haut (s  > 0) soit vers le bas (s < 0). 

D'ailleurs, avec (16), l'explicitation vers le haut, suffit. On a pu obtenir des lors 
une serie de  rCsultats [ 11 tirCs de  la recurrence (14) Cvitant ainsi les difficult& du calcul 
direct 121. 

Signalons toutefois a cet Cgard qu'au moyen des integrales de  Gordon [4] nous 
sommes parvenus [3] a I'expression directe gCnCrale trks simple: 

avec n, = n - ( I +  1). 

4. Construction d'une recurrence de type Kramers en traitement classique 

Epstein et Epstein [8] se sont contentes d e  noter que dans la recurrence (14) certains 
termes Ctaient dGs la non commutativite d e  i et j?,, de  sorte qu'en les nigligeant, 
(14) restituait la recurrence classique. Nous pensons qu'au titre de  la methodologie 
gCnCrale et pour la manipulation en parallele des outils mathematiques propres B 
chacun des domaines classique et quantique on peut, sur le modkle propose au  $ 2, 
construire cette recurrence classique. 

A present donc on utilisera le crochet de  Poisson et la formule d e  dCrivation de  la 
mecanique hamiltonienne: 

a comparer (3), pour 1'Hamiltonien 

P 2  H =-+ U ( r )  
2m 

06 p' =pf+L' / r2 ,  pr = mi et L = r A p .  

Considerant, ici, la simple grandeur f = $prr'+', a comparer B (4), on obtient aisement 

a comparer a (8), avec T, =pf/2m, U t * =  U +  U c ,  U , =  L'l2mr'. U, etant homogene 
de  degre -2, et supposant U homogene de  degrC p, on a 

d 
-f= (s + 1 ) H r '  - $(2s + p  + 2) Ur' - (s/2m )L2ri-2 
d t  

B comparer B (12). Si U est coulombien, on aura en final: 

d 
- f=  (s+ 1)Hr '  +4Ze2(2s+ l ) r ' - ' - ( ~ / 2 m ) L ' r ' - ~  
d t  
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a comparer a (13). On isole bien ainsi, en comparant (13) et (19), le terme d'origine 
sptcifiquement quantique qui disparait dans (19), confirmant la remarque d'Epstein 
et Epstein. I1 suffit ensuite de  prendre les moyennes temporelles (sur les orbites 
elliptiques assocites a I'energie E < 0 et au  moment angulaire L )  des deux membres 
de  cette identitt pour obtenir la recurrence cherchte: 

(20)  0 = (s + 1 )(( ( r/ a )  ')) - (2s + 1 )(( ( r /  a ) ' - I  )) + s( b /  a)'(( ( r/ a )  '-2)) 

avec pour demi grands axes et excentricite: 
2 I / 2  Ze ' b=- L & = ( 1  -5) a=- 

21El J5L.F 
Sur les orbites quantifiees de  Bohr, a et b deviennent a, = n2az ,  b,,,s = nn,az, de  sorte 
que (20) devient 

(2  1 ) 0 = ( s + 1 )((( r /  0" )')) - (2s + 1 )((( r /  a n  ) c -  7) + ( no/ n )%( r/ a, 1 \ -7) 
a comparer a (14), I'absence des termes quantiques t tant prtsent pleinement justifite. 

5. Explicitation de la recurrence classique 

De m$me, avec s = 0, (20) donne ( ( l l r ) )  = l / a .  Egalement, il est ais6 d'itablir, avec la 
substitution s + -s - 1, que 

( 2 2 )  

On dispose ainsi de  rtsultats permettant d'expliciter la recurrence vers le haut ou 

((( r /  b 1 - -3) )  = ((( r /  b)?. 

De sorte qu'en particulier: ( ( 1 / r 2 ) ) =  l / b ( ( l / r ) ) ,  soit donc ( ( 1 / r 2 ) ) =  l /ab.  

vers le bas. En fait compte tenu de  la recurrence entre polynomes de  Legendre [9] 

0 = (s + 1 )  Py+ I ( z )  - ( 2 s  + 1 )zP, ( z )  + SP, - I ( 2 )  s > l  

on a, en toute gentralitt:  

D'ou, avec (22):  

Avec Po(z)  = 1, P l ( z )  = z, P 2 ( z )  = t ( 3 z 2  - l ) ,  etc, on retrouve immediatement tous les 
rtsultats connus [7] sur  les orbites non quantifiies, ((r)) = a ( 1  + ; E ' ) ,  ((r')) = (1  +<&')a ' ,  
( ( l /r ) )=  l / a ,  ((l /r2))= l /ab,  etc. 

6. Calcul direct des moyennes (generalisation du calcul de Brillouiii) 

Avec I'anomalie excentrique v' difinissant la representation paramttrique [ 101 de  
I'ellipse de  Kepler 

r = a ( l - &  c o s y )  

u t = P - &  s i n y  
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on peut Ccrire, pour s > 0, 

tandis qu'avec I'anomalie vraie [lo], qui dtfinit la representation polaire de I'ellipse 

p l r  = 1 + E cos 8 

on peut Ccrire pour s < 0 

(1 + E cos 8),i-2 d 8  

en terme du 'parametre' p = a (  1 - E ~ ) .  Mais alors utilisant la representation intCgrale 
des polynomes de Legendre [ 113 

a 
( a  + b cos x)" dx = 27r(a2-  b2)"'2P,, ( ( a 2 - b 2 ) l l 2 )  ( a 2 <  b') 

on obtient immkdiatement ( 2 3 )  et (24 )  qui gCnCralisent les rksultats de Brillouin et 
Hylleraas [7]. 

7. Conclusion 

La lacune que presentait I'Ctude classique de ce probleme est desormais comblCe. Le 
rapprochement des deux traitements, classique et quantique, si diff Crents en principe 
au plan conceptuel et, en pratique, au plan formel, a pu se faire moyennant un 
formalisme commun. C'est cela qui est important: au del i  des maniere d'operer, la 
correspondance profonde de la thCorie classique et de la thCorie quantique a pu gtre 
illustrCe. 
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